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Motivations mathématiques

Il existe des liens profonds entre les propriétés locales et asymp-
totiques d’un mouvement brownien sur une variété riemannienne
et la géométrie de cette variéte.

Existe-t-il de tels liens dans le cadre lorentzien ?
@ Qu’est-ce qu’'un mouvement brownien sur une variété
lorentzienne ?

@ Son étude nous apprend-elle quelque chose sur la
géométrie de la variété sous-jacente ?
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Motivations physiques

Deux modéles usuels trés simples pour décrire le mouvement
brownien physique dans I'espace euclidien, x; = x} modeélise la
position d'une particule, v, = v} sa vitesse :

da:é = vl dt U da:é = v} dt ‘
dv; = o dW} dv; = —vi dt + o dWY.

Ces modeéles ne sont pas compatibles avec la théorie de la rela-
tivité puisque dans les deux cas :

la vitesse v; n’est pas bornée!
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Le cadre geomeétrique de
la theéorie de la relativité
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Espace-temps de Minkowski et espace hyperbolique

On désigne par RV = {¢ = (£2,¢') € R x R?} l'espace-
temps de Minkowski de la relativité restreinte, muni de la pseudo-
métrique :

d
9(&) = (£,8) =~ + D I
et i=1
HY = {¢ e RM | > 0et (¢,¢) = -1}

Si (eg,e1,...,eq) est la base canonique de R'? et (e7) sa base
duale, les matrices E; = e ® €] + e; ® e engendrent les rotations
hyperboligues.
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L'espace-temps de Minkowski

temps t € R

\ €g

espace z € R? !
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Le cone de lumiere

genre temps ¢ < 0

vecteur nul ou
de lumiére ¢ =0

genre espace g > 0
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Paramétrisation par le temps propre

Une trajectoire de genre temps (£, &, )us0, i-¢. telle que ¢(£,) < 0
peut toujours étre reparamétrée par la longueur d’arc ou temps

propre s de sorte que ¢(&s) = —1.

Auquel cas, la trajectoire (fs,és)szo est a valeurs dans le fibré
tangent unitaire (espace des phases) R¢ x H¢,
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Le cadre de la théorie de la relativite générale

Dans la théorie de la relativité générale, I'espace R'? est rem-
placé par une variété lorentzienne M de dimension d + 1.

En chaque pointde £ de M, I'espace tangent 7. M est muni d’'une
pseudo-métrique g = ¢g(&) de signature (—1,1,...,1).

Comme dans R4, les vecteurs (et les courbes) dans 7'M sont
discriminés selon le signe de leur norme. Une courbe de genre
temps (fu,éu)uzo € TM peut toujours étre paramétrée par le
temps propre s, auquel cas (fs,és)szo vit dans le fibré tangent
unitaire 7' M.
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La diffusion relativiste de Dudley

Soit £, un mouvement brownien hyperbolique dans H¢ et
§s = &o +/ fudu
0

Alors (&, &) est une diffusion & valeurs dans R4 x H¢.

Sa loi est invariante sous I'action du groupe de Lorentz.
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La diffusion relativiste de Dudley

Si & = (€9, g) et s(t) est défini de sorte que gg(t) = t, alors la
trajectoire euclidienne

S
Zy = &y(1)
vérifie W
'ﬁ‘ <1

dt

La vélocité de Z(t) est donc de norme strictement inférieure a 1
(qui est ici la vitesse de la lumiére).
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Le théoreme de classification de Dudley

Théoréme (Processus markoviens dans R x H¢, dont la loi
est invariante sous l'action des isométries affines)

Ce sont les processus (&, &,) € RV x H? tels que :

° (53)820 est un processus de markov dans H¢ dont la loi est
invariante sous I'action des isométries de H%;
S

-5s=50+/ £t

Le processus gs peut étre :

e continu : &, est alors un mouvement brownien dans H¢;

e un processus de saut : £, processus de Poisson dans Hd
e une superposition de trajectoires continues et de sauts.
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Mouvement brownien sur une
variéte lorentzienne générale
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Le contexte géomeétrique

le fibré des repéres pseudo-orthonormés dont

G . .
(M) le premier élément vit dans 7' M
1
T M la partie positive du fibré tangent unitaire
M une variété lorentzienne orientée de dimension

d + 1, munie de sa connexion de Levi-Civita
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Le contexte géomeétrique

GM) V= (..) €GM)
T'M EeTIM
M
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Le générateur infinitésimal de la diffusion

Soient V; les champs de vecteurs verticaux canoniquement as-
sociés aux matrices I et H, le premier champ de vecteur hori-
zontal.On définit

2 d
(o} N
EI:HO—F?V, ou V:= E ‘/]2.
Jj=1

Si L, désigne le générateur infinitésimal du flot géodésique sur
T'M et Ay le laplacien vertical, pour tout F € C?(T* M), on a
sur G(M) :

(LoF)om = Ho(Fom), (AyF)om = V(Fom).

Sur le fibré tangent T M, 'opérateur £ induit donc I'opérateur :
2

g::£0+%AV.
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N
|

Théoréme (Franchi and Le Jan)

e Le systéeme d’équations différentielles stochastiques
(x)  dU, = Hy(V ds—l—aZV s) o dw?

définit une diffusion (&,,&,) == m(y) sur T' M, dont le généra-
teur infinitésimal est G = Lo + "—22 Ay.

e Si ?(s) :Te,M — Ty, M- désigne le transport paralléle inverse
— .

le long des courbes C! (£,/]0 < s’ < s), alors ¢, := & (s) &, est

un mouvement brownien hyperbolique dans T M .
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Anti-développement stochastique

—— MBdans T M ~ H

diffusion de Franchi et Le Jan
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Autres exemples de diffusions

minkowskiennes
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Géneéralisations du processus d’Orstein-Uhlenbeck

Dans la littérature physique ont été introduites des tentatives
de généralisation du processus d'Orstein-Uhlenbeck euclidien au
cadre minkowskien :
dzt = vl dt
pour 1<i<d.
dvi = —vl dt + o dW}

Ce sont des trajectoires du type

(24)i0 = (t, X, DY, Pt)i>0-

Elles sont entierement caractérisées par les composantes “eucli-
diennes” (x¢, p¢).

Geneve, le 27 avril 2009 Mouvement brownien dans le cadre de la théorie de la relativité



La diffusion relativiste de Dudley
Le mouvement brownien sur une variété lorentzienne La construction de Franchi et Le Jan
Autres exemples de diffusion minkowskiennes

Les deux principaux exemples

Le “Processus d'Orstein-Uhlenbeck Relativiste” (ROUP) :

dp; = ————
V1t Ipe?

La diffusion de Dunkel et Hanggi :

dt + o dW}.

7

Dy

dot = — 2L ¢t
LT p?

dpl = — pl dt + AW} + pidwy] .

9 [
(1+ |pe?)1/4

Geneve, le 27 avril 2009 Mouvement brownien dans le cadre de la théorie de la relativité



Asymptotique du mouvement brownien relativiste
Lien avec les géodésiques de lumiére

Quelques questions et quelques réponses

Quelques questions et
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Quelques questions et quelques réponses

Des questions naturelles :

@ Quel est le comportement asymptotique en temps long du
mouvement brownien sur une variété lorentzienne ?

@ En quoi refléte-t-il la géométrie de la variété sous-jacente ?

@ Peut-on déterminer la frontiére de Poisson du mouvement
brownien ?

Les motivations
@ Mieux comprendre les interactions entre probabilités et
géomeétrie.
@ Nouvelle compactification des variétés lorentziennes.

@ Apporter des réponses a certaines conjectures de la
littérature physique.
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Asymptotique du mouvement

brownien dans I'espace de

Minkowski
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Quelques questions et quelques réponses

Théoréme (Bailleul 08)

Soit (&, &) la diffusion de Dudley a valeurs dans R4 x HY, is-
sue d'un point (50,5'0). Il existe un angle ©,, € S? et un plan
I1(O, I ) aléatoires tels que, lorsque s tend vers l'infini, le pro-
cessus & tend presque sirement vers l'infini dans la direction
O lelong de I1(O, oo )-
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Quelques questions et quelques réponses

Théoréme (Bailleul 08)

La tribu invariante pour le processus (&, és), incluse dans la tribu

asymptotique
m o ((gs’és)’ s > t) )

t>0

coincide avec la tribu (0,0 ) engendrée par les variables
aléatoires O, € S? et 6, € RT.
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Mouvement brownien dans les
espaces de Robertson-Walker
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Quelques questions et quelques réponses

Les espaces de Robertson-Walker

Ce sont des variétés du type M = I x M, ou I =]0,T] est un
intervalle de R et M est une variété riemannienne homogéne et
isotrope, i.e. M = S3, R3, ou H?. Elles sont munies de pseudo-
métriques de la forme :

ds® = dt* — o (t)de?.
ou d¢? est la métrique riemannienne usuelle sur M.

Ces variétés sont fréquemment utilisées en cosmologie comme
modeles dans la théorie du Big-Bang.
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Géomeétrie des espaces de Robertson-Walker

La géométrie des espaces de Robertson-Walker differe radicale-
ment selon que I'inverse du facteur d’expansion « est intégrable
ou non :

/T%<+oo ou /T%:—l—oo.

Il en est de méme pour le comportement asymptotique du mou-
vement brownien dans ces espaces.
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Quelques questions et quelques réponses

du
Lorsque | —— = 400
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Théoreme

Soit (58,55) un mouvement brownien a valeurs dans un espace
de Robertson-Walker M = I x, R3, issu d’un point (&, &y). On

suppose que
/T du__ 400
coa(w) T

Alors, il existe un angle 6, € S? et une hypersurface % (0, 6s0)
aléatoires tels que, lorsque s tend vers l'infini, le processus &
tend presque srement vers l'infini dans la direction ©, le long
de ¥(Ouc, d0)-
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du
Lorsque [ —— < +o0
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droite D
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Théoreme

Soit (58,55) un mouvement brownien a valeurs dans un espace
de Robertson-Walker M = I x, R3, issu d’un point (&, &y). On

suppose que
/T d_u < +00
. a(u) ’

et que la fonction de Hubble H = &'/« n’est pas de cube inté-
grable. Alors, il existe une droite D, aléatoire telle que, lorsque
s tend vers l'infini, le processus &, tend vers I'infini en s’enroulant
autour de la droite D.

ot
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Théoreme

La tribu invariante pour le processus (&, és), incluse dans la tribu

asymptotique
m o ((gs’és)’ s > t) )

t>0

coincide avec la tribu o(z,) engendrée par la variable aléatoire
Too € R3.
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Mouvement brownien et
geodesiques de lumiere
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Conjecture

Sur une variété lorentzienne, la comportement asymptotique du
mouvement brownien (de la diffusion de Franchi et Le Jan) est
semblable a celui d’'une géodésique de lumiere.

La frontiére de Poisson du mouvement brownien sur une variété
lorentzienne est composée de classes d’équivalence de géodé-
sigues de lumiére.
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Asymptotique de diffusions

minkowskiennes
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Quelques questions et quelques réponses

Propriétés du processus d’'O-U euclidien

Soit (x¢, v¢) € R? x RY une solution du systéme d’éds :
dat = vl dt
‘ ‘ ~ pour 1< <d.
dv; = —vi dt + o dW}

Alors, lorsque ¢ tend vers l'infini, on a:

E[@]—wzxa?

Geneve, le 27 avril 2009 Mouvement brownien dans le cadre de la théorie de la relativité



Asymptotique du mouvement brownien relativiste
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Propriétés du processus d’'O-U euclidien

Soit (x¢, v¢)r>0 une solution du systéme d'éds, pour 1 <i < d:
drt = vl dt
avec (xg, vo) = (0, 0).
dvi = —vi dt + o dW}

Alors lorsque ¢ tend vers I'infini :

1 L
— X, — 0 X (Ba) >0
<\/Z’ t)a>0 ( )20

ou B est un mouvement brownien standard de dimension d.
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Théoréme (AFQ07)
Il existe une classe C de diffusions minkowskiennes du type

(24)i0 = (t, Xt, DY, Pt)i>0-

telle que, pour chaque diffusion de cette classe, il existe une
constante positive ¥, telle que, lorsque ¢ tend vers l'infini :

_ L
(t 1/2xat) £ (Soe X Ba) g
a>0 =

ou (B,)a>0 est un MB standard de dimension d. En particulier,
lorsque ¢ tend vers I'infini, on a

E[@} —dx 2.
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